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Un corrigé

I
Exercice

1. Pour tout n ∈ N∗, on écrit successivement :

Un =
n∑
k=0

εkvk = ε0v0 +
n∑
k=1

εk(Vk − Vk−1)

= ε0v0 +
n∑
k=1

εkVk −
n−1∑
k=0

εk+1Vk

= ε0v0 +

n−1∑
k=1

(εk − εk+1)Vk − ε1V0 + εnVn

=
n−1∑
k=0

(εk − εk+1)Vk + εnVn.

2. Puisque |Vk| ≤ M et que εk − εk+1 ≥ 0, on trouve |wk| ≤ M(εk − εk+1). La série télescopique
∑
n∈N

(εn − εn+1)

étant convergente puisque la suite (εn)n∈N converge, donc par comparaison la série
∑
n∈N

wn converge absolument

donc elle converge.

3. Notons Wn =
n∑
k=0

wk. On a Un = Wn−1 + εnVn. La suite (Vn)n∈N étant bornée et (εn)n∈N tend vers 0, elle est de

même la suite de terme général εnVn. Ainsi la suite de somme partielle associé à la série
∑
n∈N

un converge.

4. En utilisant les questions précédentes, il su�t de prouver que la suite (Vn)n∈N dé�nie par

Vn =

n∑
k=0

sin(kα)

est bornée. Pour cela, on écrit sin(kα) = =m(eikα) et on utilise la somme d’une série trigonométrique :
n∑
k=0

sin(kα) = =m

(
n∑
k=0

eikα

)
.

Mais on a, eiα 6= 1 pour α ∈]0, 2π[,
n∑
k=0

eikα =
1− ei(n+1)α

1− eiα

=
ei

(n+1)
2

α

e
iα
2

× e
−i(n+1)α

2 − e
i(n+1)α

2

e
−iα
2 − e

iα
2

= e
inα
2

sin
(
(n+1)α

2

)
sin
(
α
2

) .
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Revenant à Vn, on trouve, pour α ∈]0, 2π[,

Vn =
sin
(
nα
2

)
sin
(
(n+1)α

2

)
sin
(
α
2

) .

Ceci est bien bornée indépendamment de n par
1∣∣sin (α2 )∣∣ .

Problème

II
1. (a) D’après la règle de D’Alembert, R = 1.

(b) Pour tout x ∈ [−1, 1],
∣∣∣∣ xn

n(n− 1)

∣∣∣∣ ≤ 1

n(n− 1)
et la série

∑
n≥2

1

n(n− 1)
converge. Donc

∑
n≥2

xn

n(n− 1)
converge

simplement sur [−1, 1], en particulier en 1 et −1
2. f est une fonction dé�nie par une série entière de rayon de convergenceR = 1, donc f est indé�niment dérivable sur

]−1, 1[. L’inégalité x ∈ [−1, 1],
∣∣∣∣ xn

n(n− 1)

∣∣∣∣ ≤ 1

n(n− 1)
, montre que la série

∑
n≥2

xn

n(n− 1)
converge uniformément

sur [−1, 1] et comme les fonctions x 7→ xn

n(n− 1)
sont continues alors f est continue sur [−1, 1].

3. Par dérivation terme à terme, on obtient ∀x ∈]− 1, 1[, f ′(x) =
∞∑
n=2

xn−1

n− 1
et f ′′(x) =

∞∑
n=2

xn−2. Donc ∀x ∈]− 1, 1[,

f ′′(x) =
1

1− x
et puis f ′(x) = − ln(1 − x) + c, comme f ′(0) = 0 alors f ′(x) = − ln(1 − x). Finalement,

f(x) = −
∫

ln(1− x)dx = (1− x) ln(1− x) + x+ µ. Mais f(0) = 0, donc f(x) = (1− x) ln(1− x) + x.

4. f étant continue sur [−1, 1] et coïncide avec x 7→ (1− x) ln(1− x) + x, d’où :

S1 = f(1) = lim
x→1,x<1

f(x) = lim
x→1,x<1

(1− x) ln(1− x) + x = 1.

De même,
S2 = f(−1) = lim

x→−1,x>−1
f(x) = lim

x→1,x<1
(1− x) ln(1− x) + x = 2 ln 2− 1.

III
1. (a) R = 1 d’après la règle de D’Alembert.

(b) La série diverge pour x = 1 et pour x = −1, la série converge d’après le critère spécial des séries alternées.
2. (a) g est une fonction de la variable t dé�nie par une série entière de rayon de convergence 1, donc elle est dérivable

en particulier sur ]0, 1[ et g′(t) =
∞∑
n=1

t4n−2. Ainsi,

∀t ∈]0, 1, g′(t) = 1

t2

∞∑
n=1

(
t4
)n

=
1

t2

(
1

1− t4
− 1

)
=

t2

1− t4

Donc a = 1 et b = 0.
(b) Par décomposition en éléments simples, g′(t) =

1

4

(
1

1− t
+

1

1 + t

)
− 1

2

1

1 + t2
, d’où

g(t) =
1

4
ln

(
1 + t

1− t

)
− 1

2
arctan(t) + λ

où λ est une constante. Comme g(0) = 0, alors λ = 0.
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(c) Pour x ∈]0, 1[, on a f(x) =
∞∑
n=0

xn

4n− 1
= −1 + 1

t

∞∑
n=1

t4n−1

4n− 1
= −1 + 1

t
g(t) = −1 + 1

4
√
x
g
(

4
√
x
)
. D’où :

∀x ∈]0, 1[, f(x) = −1 + 1

4 4
√
x
ln

(
1 + 4
√
x

1− 4
√
x

)
− 1

2 4
√
x
arctan

(
4
√
x
)
.

3. Pour x ∈]− 1, 0[, on pose x = −t4 où t ∈]0, 1[ et h(t) =
∞∑
n=1

(−1)nt4n−1

4n− 1
. Comme précédemment, h est dérivable

sur ]0, 1[ et

∀t ∈]0, 1[, h′(t) =
∞∑
n=1

(−1)nt4n−2 = 1

t2

∞∑
n=1

(−t4)n = − t2

1 + t4
=

√
2

4

(
t

t2 + t
√
2 + 1

− t

t2 − t
√
2 + 1

)
.

D’où,

h(t) = −
∫

t2

1 + t4
dt =

√
2

8
ln

(
t2 + t

√
2 + 1

t2 − t
√
2 + 1

)
−
√
2

4
arctan

(
t
√
2 + 1

)
−
√
2

4
arctan

(
t
√
2− 1

)
+ µ

où µ est une constante. Comme h(0) = 0, alors µ = 0.
Pour x ∈]0, 1[, on a :

f(x) =
∞∑
n=0

xn

4n− 1
= −1 + 1

t

∞∑
n=1

(−1)nt4n−1

4n− 1
= −1 + 1

t
h(t) = −1 + 1

4
√
−x

h
(

4
√
−x
)
.

4. (a) Il est clair que f est continue sur ] − 1, 1[ comme fonction dé�nie par une série entière. D’autre part, si x ∈

[−1, 0[, on pose x = −t, donc la série en question s’écrit
∑
n∈N

(−1)ntn

4n− 1
. Donc pour t ∈]0, 1] la série est alternée

et convergente, de plus on a l’inégalité :

∀t ∈ [−1, 0[,

∣∣∣∣∣f(x)−
n∑
k=0

xn

4n− 1

∣∣∣∣∣ ≤ |t|n+1

4n+ 3
≤ 1

4n+ 3

Donc on a la convergence uniforme sur [−1, 0[, donc f est continue sur [−1, 0[.
(b) En utilisant la continuité de f au point x = −1, on obtient :

S3 = f(−1) = lim
x→−1,x>−1

f(x)

= lim
x→−1,x>−1

[
−1 + 1

4
√
−x

h
(

4
√
−x
)]

= −1−
√
2

8
ln

(
2−
√
2

2 +
√
2

)
+

√
2

4
arctan

(√
2 + 1

)
−
√
2

4
arctan

(√
2− 1

)
= −1−

√
2

8
ln

(
2−
√
2

2 +
√
2

)
+

√
2

4
arctan

(√
2 + 1

)
−
√
2

4
arctan

(
1√
2 + 1

)

= −1−
√
2

8
ln

(
2−
√
2

2 +
√
2

)
+

√
2

4
arctan

(√
2 + 1

)
−
√
2

4

[π
2
− arctan

(√
2 + 1

)]
=

√
2

8
ln

(
2 +
√
2

2−
√
2

)
− 8 + π

√
2

8
.
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