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Exercice

1. Pour tout n € N*, on écrit successivement :

Up= Zé‘k’vkz = ¢&ovo + Z€k(Vk — Vi)
k=0

k=1
n n—1
= ¢eovo + ZSka — ng-&-lvk
k=1 k=0
n—1
= covo+ Y (ek — k1) Vi —e1Vo + en Vi
k=1
n—1
= Z(ﬁk — k1) Vi +en V.
k=0

2. Puisque |Vi| < M et que € — €41 > 0, on trouve |wg| < M (e, — €x41). La série télescopique Z (En — Ent1)

neN

étant convergente puisque la suite (£,,),, .y converge, donc par comparaison la série g wy, converge absolument

neN
donc elle converge.
n

Notons W,, = Z wg. Ona U, = W,,_1 + &, V. La suite (V,),en étant bornée et (g, )nen tend vers 0, elle est de
k=0

méme la suite de terme général €, V),. Ainsi la suite de somme partielle associé a la série E Uy, converge.

neN
En utilisant les questions précédentes, il suffit de prouver que la suite (V},),en définie par

Vi, = Z sin(ka)
k=0

est bornée. Pour cela, on écrit sin(ka) = Sm(e?*) et on utilise la somme d’une série trigonométrique :

n n
sin(ka) = Sm g etk
k=0 k=0

Mais on a, e'* # 1 pour « €]0, 27|,

n i(n+1)a
ika I—e ( )
€ - 1 ia
— €
k=0
i(n+1)a —i(n+1)a i(n+1)a
& 2 & 2 — € 2
= X n
e} —1x i
€2 e 2 —ez2
sin ((n+1)a>
ina 2
= e 2
o
Sin (5)



=

o

.

Revenant a V,,, on trouve, pour « €]0, 27,

sin (%) sin ((n+21)a>
Vi = .
" sin (%)
. . ’ . ’ 1
Ceci est bien bornée indépendamment de n par ————.
[sin (3)]
Probléeme

I

(a) D’apres la régle de D’Alembert, R = 1.
" < 1 t1a séri 1 D "

et la série E ——— converge. Donc g ——— converge
nn—1)] ~ n(n—1) = n(n —1) & n(n —1) &

n>2

(b) Pour toutz € [—1,1],

simplement sur [—1, 1], en particulier en 1 et —1
f est une fonction définie par une série entiére de rayon de convergence R = 1, donc f est indéfiniment dérivable sur

n 1 n
]—1,1[. L’inégalité x € [—1,1], < , montre que la série Z i converge uniformément
n(n —1) n(n —1) = n(n —1)
n
sur [—1, 1] et comme les fonctions = — ( ] sont continues alors f est continue sur [—1, 1].
n(n —

‘,L,’Vl

Par dérivation terme a terme, on obtient Vz €] — 1,1, f'(x) = Z et f'(x Z 2" Donc Vr €] —1,1],

n—1
n=2

n=

2

1

f(z) = . et puis f'(z) = —In(1 — z) + ¢, comme f'(0) = 0 alors f'(x) = —In(1 — ). Finalement,
—x

f(z) = —/ln(l —z)dz = (1 —2)In(1 — z) + 2 + p. Mais f(0) = 0,donc f(z) = (1 —2)In(1 — z) + .

f étant continue sur [—1, 1] et coincide avec z — (1 — z)In(1 — z) + =, d’ou :

Si=f1)= lim f(z)= lim (1—-z)ln(l—-2z)+z=1.

z—1,x<1 z—1,x<1
De méme,
So=f(-1)=  lim f(z)= lim (I1—-2z)ln(l—z)+z=2In2-1.
z——1,x>-1 z—1,x<1

I

(a) R =1d’apres larégle de D’Alembert.
(b) La série diverge pour x = 1 et pour x = —1, la série converge d’apreés le critére spécial des séries alternées.
(a) g estunefonction de la variable ¢ déﬁnie par une série entiére de rayon de convergence 1, donc elle est dérivable

en particulier sur |0, 1] et ¢'( Z 472, Ainsi,

1 — 1 12
vt €]0,1, ¢'(t) = 4§§: Al =1x

Donca =1etb=0.
(b) Par décomposition en éléments simples, ¢'(t) = E ! + ! 11 d’ou
P Pgv=a\i=t"1+e) 214

1 1+¢ 1
g(t) = 1 In <1i_t> -5 arctan(t) + A

ou A est une constante. Comme ¢(0) = 0, alors A = 0.



[e.e]

(c) Pour z €]0,1[,ona f(z) = Z 4nx" %Z

n=0

4n1 1

1+ %g(t) =—1+ 4—\/Eg ((y;:) D’ou :

Ve €]0,1], f(z)=-1+ 4\41/51n <1 i_ g) — 2;/5 arctan (\4/5) )

nt4n 1

1 7 . Comme précédemment, h est dérivable
n —_

oo
. Pour z €] — 1,0, on pose z = —t* ot ¢t €]0, 1] et h(t :Z
n=1

sur |0, 1] et

vt €]0, 1], i A2 = ii _—i:@ ! - ! .
2: 1+t 4 \£24+t/24+1 2—tv2+1

n=1

D’ou,

h(t) = —/ r dt = @ In <W> - @ arctan (t\/§+ 1) - \ff arctan (t\/§ - 1) +u

1+t4 8 2 —tv/2+1 4

ou p est une constante. Comme A(0) = 0, alors = 0.
Pour z €]0,1[,on a:

nt4n1 1 1 .
C=lt Z e = L h(t) = —14 =h (V-z).

—X

(a) 1l est clair que f est continue sur | — 1, 1] comme fonction deﬁnie par une série entiere. D’autre part, si z €
—1)"t"
dn —1

[—1,0[, on pose & = —t, donc la série en question s’écrit Z . Donc pour t €]0, 1] la série est alternée

neN
et convergente, de plus on a I'inégalité :

" |t|n+1 1

F@) =2 3
k=0

vt € [-1,0],

T 4n+3 T 4dn+3

Donc on a la convergence uniforme sur [—1, 0[, donc f est continue sur [—1,0].
(b) En utilisant la continuité de f au point z = —1, on obtient :

Sy = f(-1)= _lm _ f()

= [ g=n (979)]
f

= —1—?111(24_@) farctan(x@—l—l)—{farctan(x@—l)
vz VANR vz
= —1—821n<§+\/§>+42arctan(\/§+l>—farctan(\ﬁl_i_l)
= —1—?ln<§+g>+farctan(\/§+l>—f[g—arctan<\/§+1)}
B V2 24+4/2 8 + /2
8n<2_\@> 8



